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第一章 前言

第一章 前言

1.1 结构说明

我选取了”信息”作为主要重点阅读,尝试以论文格式写了摘要 (见下页),并在 [二]
中给出了一些信息熵的更详细的性质.此外,我选取了”计算”作为一个基本概念,将在
[三] 中介绍一种图灵完备的语言:Lambda Calculus; 以此为基础, 我将以” 逻辑” 作为另
一个基本概念,并在 [四]中介绍构造主义逻辑以及在此上面搭建的证明器 coq语言.
本篇论文有相当一部分参考了我的博客 1 2 .

1.2 有关 AIGC的使用情况

本人在完成本项作业的过程中，未使用任何 AIGC工具。本人确认，作业中的核
心观点、论证逻辑、数据分析及最终文本均由本人独立完成，并对所有内容的原创性、

准确性及可验证性负全部责任。本人知晓，将非本人完成的作品（包括由 AI生成或实
质性修改的作品）声称为自己的原创成果，将被视为学术不端行为，并将依据北京大

学相关规定严肃处理。

1 https://www.luogu.com.cn/user/661076/article
2 https://lwlaymh.github.io/
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第二章 信息熵的若干性质探究

作为一篇简单介绍信息熵的文章,我们将以离散随机变量为基础,探讨信息熵在尾
不等式, 信道, 以及一些交互性的猜测游戏中的用处, 致力于给出一个关于信息熵的较
为详细的提纲.

2.1 常用数学工具

在介绍信息熵之前,我们首先需要介绍一些在研究过程中所常见的数学工具.

首先是函数 𝑓 (𝑥) = 𝑥 log 𝑥,只需对此求导就可以得知其是下凸函数,此时琴生不等
式给出:

𝑓 (
∑
𝑖

𝑝𝑖𝑥𝑖) ≤
∑
𝑖

𝑝𝑖 𝑓 (𝑥𝑖),when
∑
𝑖

𝑝𝑖 = 1 (2.1)

另一个很重要的工具是对数求和不等式.对于任何非负实数 𝑎1, · · · , 𝑎𝑛和正数 𝑏1, · · · , 𝑏𝑛,
记 𝑎 =

∑
𝑖 𝑎𝑖, 𝑏 =

∑
𝑖 𝑏𝑖,则:

∑
𝑖

𝑎𝑖 log
𝑎𝑖
𝑏𝑖

≥ 𝑎 log
𝑎

𝑏
(2.2)

其证明策略如下:

∑
𝑖

𝑎𝑖 log
𝑎𝑖
𝑏𝑖

=
∑
𝑖

𝑏𝑖
𝑎𝑖
𝑏𝑖

log
𝑎𝑖
𝑏𝑖

=
∑
𝑖

𝑏𝑖 𝑓 (
𝑎𝑖
𝑏𝑖
)

= 𝑏
∑
𝑖

𝑏𝑖
𝑏
𝑓 ( 𝑎𝑖

𝑏𝑖
)

≥ 𝑏 𝑓 (
∑
𝑖

𝑏𝑖
𝑏

𝑎𝑖
𝑏𝑖
)

= 𝑏 𝑓 ( 𝑎
𝑏
)

= 𝑎 log
𝑎

𝑏
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第二章 信息熵的若干性质探究

2.2 信息熵的定义

离散情况下将熵定义为 𝐻 [𝑋] = 𝐸 (log 1
𝑃 (𝑋) ) =

∑
𝑖 𝑃𝑖 log 1

𝑃𝑖
.如果设 |𝑋 | = |{𝑥 |𝑃(𝑥) >

0}|,则容易见到 0 ≤ 𝐻 [𝑋] ≤ log |𝑋 |.信息熵实际上是上凸函数,对于任意分布 𝑃,𝑄 和

𝜆 ∈ (0, 1),都有:

𝐻 [𝜆𝑃 + (1 − 𝜆)𝑄] ≥ 𝜆𝐻 [𝑃] + (1 − 𝜆)𝐻 [𝑄] (2.3)

原因是考虑:

𝑓 (𝜆𝑝𝑖 + (1 − 𝜆)𝑞𝑖) ≤ 𝜆 𝑓 (𝑝𝑖) + (1 − 𝜆) 𝑓 (𝑞𝑖)

接下来我们定义条件熵,仿照信息熵,考虑定义 𝐻 [𝑌 |𝑋] = 𝐸 (log 1
𝑃 (𝑌 |𝑋) ),此时会有

以下性质,它们表明了条件熵 𝐻 [𝑌 |𝑋]其实可以理解为”(𝑋,𝑌 )的信息去掉 𝑋 的信息”的
结果:

𝐻 [𝑌 |𝑋] = 𝐻 [𝑋,𝑌 ] − 𝐻 [𝑋] (2.4)

𝐻 [𝑌 |𝑋] ≤ 𝐻 [𝑌 ] (2.5)

𝐻 [𝑌 |𝑋] =
∑
𝑥

𝐻 [𝑌 |𝑋 = 𝑥]𝑃(𝑋 = 𝑥) (2.6)

对于2.4,我们有:

𝐻 [𝑌 |𝑋] = 𝐸 (log
1

𝑃(𝑌 |𝑋) )

=
∑
𝑥,𝑦

𝑃(𝑌 = 𝑦, 𝑋 = 𝑥) log
1

𝑃(𝑌 = 𝑦 |𝑋 = 𝑥)

=
∑
𝑥,𝑦

𝑃(𝑌 = 𝑦, 𝑋 = 𝑥) log
𝑃(𝑋 = 𝑥)

𝑃(𝑌 = 𝑦, 𝑋 = 𝑥)

=
∑
𝑥,𝑦

𝑃(𝑌 = 𝑦, 𝑋 = 𝑥) log
1

𝑃(𝑌 = 𝑦, 𝑋 = 𝑥) −
∑
𝑥

log
1

𝑃(𝑋 = 𝑥)
∑
𝑦

𝑃(𝑋 = 𝑥,𝑌 = 𝑦)

= 𝐻 [𝑋,𝑌 ] − 𝐻 [𝑋]

对于2.5我们有:

3



𝐻 [𝑋] − 𝐻 [𝑋 |𝑌 ]

=
∑
𝑥

(
𝑃(𝑋 = 𝑥) log

1
𝑃(𝑋 = 𝑥) −

∑
𝑦

𝑃(𝑋 = 𝑥,𝑌 = 𝑦) log
1

𝑃(𝑋 = 𝑥 |𝑌 = 𝑦)

)
=

∑
𝑥

(∑
𝑦

𝑃(𝑋 = 𝑥,𝑌 = 𝑦) log
𝑃(𝑋 = 𝑥 |𝑌 = 𝑦)

𝑃(𝑋 = 𝑥)

)
=

∑
𝑥

∑
𝑦

𝑃(𝑋 = 𝑥,𝑌 = 𝑦) log
𝑃(𝑋 = 𝑥,𝑌 = 𝑦)

𝑃(𝑋 = 𝑥)𝑃(𝑌 = 𝑦)

不妨令 𝑎𝑖 = 𝑃(𝑋 = 𝑥,𝑌 = 𝑦), 𝑏𝑖 = 𝑃(𝑋 = 𝑥)𝑃(𝑌 = 𝑦).容易见到 𝑎 =
∑

𝑖 𝑎𝑖 = 1, 𝑏 =∑
𝑖 𝑏𝑖 = 1.于是上式变为:

𝐻 [𝑋] − 𝐻 [𝑋 |𝑌 ]

=
∑
𝑖

𝑎𝑖 log
𝑎𝑖
𝑏𝑖

= − 𝐶
∑
𝑖

𝑎𝑖 ln
𝑏𝑖
𝑎𝑖

≥ − 𝐶
∑
𝑖

𝑎𝑖 (
𝑏𝑖
𝑎𝑖

− 1)

= − 𝐶
∑
𝑖

(𝑏𝑖 − 𝑎𝑖)

=0

对于2.6则是:

𝐻 [𝑌 |𝑋] = 𝐸 (log
1

𝑃(𝑌 |𝑋) )

=
∑
𝑥,𝑦

𝑃(𝑌 = 𝑦, 𝑋 = 𝑥) log
1

𝑃(𝑌 = 𝑦 |𝑋 = 𝑥)

=
∑
𝑥

𝑃(𝑋 = 𝑥)
∑
𝑦

𝑃(𝑌 = 𝑦 |𝑋 = 𝑥) log
1

𝑃(𝑌 = 𝑦 |𝑋 = 𝑥)

=
∑
𝑥

𝐻 [𝑌 |𝑋 = 𝑥]𝑃(𝑋 = 𝑥)

4



第二章 信息熵的若干性质探究

我们还需要一条性质,这条性质展示了对于一个确定性函数 𝑔,信息在经过它后不
会增多,有:

𝐻 [𝑋] ≥ 𝐻 [𝑔(𝑋)] (2.7)

上式取等当且仅当 𝑔是单射,它的原因是:

𝐻 [𝑋, 𝑔(𝑋)] = 𝐻 [𝑔(𝑋)] + 𝐻 [𝑋 |𝑔(𝑋)]

𝐻 [𝑋] = 𝐻 [𝑔(𝑋)] + 𝐻 [𝑋 |𝑔(𝑋)]

2.3 互信息

定义互信息 𝐼 (𝑋;𝑌 ) = 𝐻 [𝑋] +𝐻 [𝑌 ] −𝐻 [𝑋,𝑌 ].根据2.4,这正等于 𝐻 [𝑋] −𝐻 [𝑋 |𝑌 ],又
根据2.5,可以得知总有 𝐼 (𝑋;𝑌 ) ≥ 0.在此基础上定义 𝐼 (𝑋;𝑌 | 𝑍) = 𝐻 [𝑋 |𝑍] − 𝐻 [𝑋 |𝑌𝑍],
注意:它实际上在说的是 𝑍 条件下,𝑋 和 𝑌 的互信息,而不是 𝑋 和 𝑌 |𝑍 的互信息.我们不
厌其烦地在下面罗列其性质:

𝐼 (𝑋;𝑌𝑍) = 𝐼 (𝑋; 𝑍) + 𝐼 (𝑋;𝑌 | 𝑍) (2.8)

𝐼 (𝑋;𝑌 | 𝑍) ≤ 𝐼 (𝑋;𝑌 ) + 𝐻 (𝑍) (2.9)

对于2.8,留神到 𝐻 [𝑋] = 𝐼 (𝑋; 𝑍) + 𝐻 [𝑋 |𝑍],考虑:

𝐼 (𝑋;𝑌𝑍) = 𝐻 [𝑋] − 𝐻 [𝑋 |𝑌𝑍]

= 𝐼 (𝑋; 𝑍) + 𝐻 [𝑋 |𝑍] − 𝐻 [𝑋 |𝑌𝑍]

= 𝐼 (𝑋; 𝑍) + 𝐼 (𝑋;𝑌 | 𝑍)

对于2.9,考虑:

𝐼 (𝑋;𝑌𝑍) = 𝐼 (𝑋; 𝑍) + 𝐼 (𝑋;𝑌 | 𝑍)

= 𝐼 (𝑋;𝑌 ) + 𝐼 (𝑋; 𝑍 | 𝑌 )

𝐼 (𝑋;𝑌 | 𝑍) = 𝐼 (𝑋;𝑌 ) + 𝐼 (𝑋; 𝑍 | 𝑌 ) − 𝐼 (𝑋; 𝑍)

5



然而 𝐼 (𝑋; 𝑍 | 𝑌 ) = 𝐻 [𝑍 |𝑌 ] − 𝐻 [𝑋 |𝑌𝑍] ≤ 𝐻 [𝑍],而 𝐼 (𝑋; 𝑍) ≥ 0,于是显然.

最后我们要证明互信息的 data-processing不等式:当 𝑋,𝑌, 𝑍 满足 Markov规则,或
者说 𝑃𝑋,𝑌 ,𝑍 = 𝑃𝑋𝑃𝑌 |𝑋𝑃𝑍 |𝑌 ,或说 𝑃𝑍 |𝑌 = 𝑃𝑍 |𝑋𝑌 ,则:

𝐼 (𝑋;𝑌 ) = 𝐼 (𝑋; 𝑍) + 𝐼 (𝑋;𝑌 |𝑍) (2.10)

考虑:

𝐼 (𝑋;𝑌𝑍) = 𝐼 (𝑋;𝑌 ) + 𝐼 (𝑋; 𝑍 | 𝑌 )

𝐼 (𝑋;𝑌𝑍) = 𝐼 (𝑋; 𝑍) + 𝐼 (𝑋;𝑌 | 𝑍)

此外:

𝐼 (𝑋;𝑌 ) + 𝐼 (𝑋; 𝑍 | 𝑌 ) = 𝐻 [𝑋] − 𝐻 [𝑋 |𝑌 ] + 𝐻 [𝑍 |𝑌 ] − 𝐻 [𝑍 |𝑌𝑋]

= 𝐻 [𝑋] − 𝐻 [𝑋 |𝑌 ] + 𝐻 [𝑍 |𝑌 ] − 𝐻 [𝑍 |𝑌 ]

= 𝐼 (𝑋;𝑌 )

于是 𝐼 (𝑋; 𝑍 | 𝑌 ) = 0,这就证毕.

2.4 KL散度

定义 𝐷 (𝑃 | |𝑄) = ∑
𝑥 𝑃(𝑥) lg 𝑃 (𝑥 )

𝑄 (𝑥 ) .其中如果 𝑃(𝑥) ≠ 0而 𝑄(𝑥) = 0的情况出现,我们
就说此时其为 +∞.我们想要证明:𝐷 (𝑃 | |𝑄) ≥ 0.考虑:

𝐷 (𝑃 | |𝑄) = 𝐸𝑥∼𝑄 (
𝑃(𝑋)
𝑄(𝑋) lg

𝑃(𝑋)
𝑄(𝑋) )

≥ 𝑓

(
𝐸𝑥∼𝑄 (

𝑃(𝑋)
𝑄(𝑋) )

)
= 𝑓 (1)

= 0

从而这的确是某种衡量偏离程度的算子.

此外还应当定义条件 KL散度.考察:

6



第二章 信息熵的若干性质探究

𝐷 (𝑃𝑋,𝑍 | |𝑄𝑋,𝑍) =
∑
(𝑥,𝑧)

𝑃𝑋,𝑍 (𝑥, 𝑧) log
𝑃𝑋,𝑍 (𝑥, 𝑧)
𝑄𝑋,𝑍 (𝑥, 𝑧)

=
∑
(𝑥,𝑧)

𝑃𝑍 |𝑋 (𝑧 |𝑥)𝑃𝑋 (𝑥) log
𝑃𝑍 |𝑋 (𝑧 |𝑥)𝑃𝑋 (𝑥)
𝑄𝑍 |𝑋 (𝑧 |𝑥)𝑄𝑋 (𝑥)

= 𝐷 (𝑃𝑋 | |𝑄𝑋) +
∑
(𝑥,𝑧)

𝑃𝑍 |𝑋 (𝑧 |𝑥)𝑃𝑋 (𝑥) log
𝑃𝑍 |𝑋 (𝑧 |𝑥)
𝑄𝑍 |𝑋 (𝑧 |𝑥)

将后面的部分定义为 𝐷 (𝑃𝑍 |𝑋 | |𝑄𝑍 |𝑋 | 𝑃𝑋),于是:

𝐷 (𝑃𝑋,𝑍 | |𝑄𝑋,𝑍 ) = 𝐷 (𝑃𝑋 | |𝑄𝑋) + 𝐷 (𝑃𝑍 |𝑋 | |𝑄𝑍 |𝑋 | 𝑃𝑋) (2.11)

顺便应该有 𝐷 (𝑃𝑋,𝑍 | |𝑄𝑋,𝑍) ≥ 𝐷 (𝑃𝑋 | |𝑄𝑋).

此外还应当证明 KL 散度凸性. 对于概率分布对 (𝑃1, 𝑄1), (𝑃2, 𝑄2), 以及任意 𝜃 ∈
[0, 1],令 𝑃 = 𝜃𝑃1 + (1 − 𝜃)𝑃2, 𝑄 = 𝜃𝑄1 + (1 − 𝜃)𝑄2.事实上还有下凸的性质:

𝐷 (𝑃 | |𝑄) ≤ 𝜃𝐷 (𝑃1 | |𝑄1) + (1 − 𝜃)𝐷 (𝑃2 | |𝑄2) (2.12)

下面的定理将 KL散度和互信息统一了起来:

𝐼 (𝑋;𝑌 ) = 𝐷 (𝑃𝑋𝑌 | |𝑃𝑋𝑃𝑌 ) (2.13)

因为:

𝐷 (𝑃𝑋𝑌 | |𝑃𝑋𝑃𝑌 ) = 𝐸 [log
𝑃𝑋,𝑌 (𝑋,𝑌 )
𝑃𝑋 (𝑋)𝑃𝑌 (𝑌 )

]

= −𝐸 [log
1

𝑃𝑋,𝑌 (𝑋,𝑌 )
] + 𝐸 [log

1
𝑃𝑋 (𝑋)

] + 𝐸 [log
1

𝑃𝑌 (𝑌 )
]

= 𝐻 [𝑋] + 𝐻 [𝑌 ] − 𝐻 [𝑋,𝑌 ]

= 𝐼 (𝑋;𝑌 )

另外,对任意 𝑃𝑋, 𝑄𝑋 和 kernel𝑃𝑌 |𝑋,令 𝑃𝑌 = 𝑃𝑋 ◦ 𝑃𝑌 |𝑋,𝑄𝑌 = 𝑄𝑋 ◦ 𝑃𝑌 |𝑋. 我们有散度
的 data-processing不等式:

𝐷 (𝑃𝑋 | |𝑄𝑋) ≥ 𝐷 (𝑃𝑌 | |𝑄𝑌 ) (2.14)
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这听上去也很合理:两个随机变量在被同一个核操作后,它们的差异应该不会增大.
证明此的关键是留神:

𝐷 (𝑃𝑋,𝑌 | |𝑄𝑋,𝑌 ) = 𝐷 (𝑃𝑋 |𝑌 | |𝑄𝑋 |𝑌 | 𝑃𝑌 ) + 𝐷 (𝑃𝑌 | |𝑄𝑌 )

𝐷 (𝑃𝑋,𝑌 | |𝑄𝑋,𝑌 ) = 𝐷 (𝑃𝑌 |𝑋 | |𝑃𝑌 |𝑋 | 𝑃𝑋) + 𝐷 (𝑃𝑋 | |𝑄𝑋)

然而 𝐷 (𝑃𝑌 |𝑋 | |𝑃𝑌 |𝑋 | 𝑃𝑋) = 0而 𝐷 (𝑃𝑋 |𝑌 | |𝑄𝑋 |𝑌 | 𝑃𝑌 ) ≥ 0,这就给出结论.

最后我们将来证明 KL散度的一个下界,引入统计距离的概念:

Δ(𝑃,𝑄) = 1
2

∑
𝑥

|𝑃(𝑥) −𝑄(𝑥) | = max
𝑊⊆Ω

(𝑃(𝑊) −𝑄(𝑊)) (2.15)

我们断言: √
1

2 log 𝑒
𝐷 (𝑃 | |𝑄) ≥ Δ(𝑃,𝑄) (2.16)

要证明此,不得不先证明一个平凡的情况,考虑设 𝑑 (𝑝 | |𝑞) = 𝐷 (Bern(𝑝) | |Bern(𝑞)),
则:

𝑑 (𝑝 | |𝑞) ≥ 2 log 𝑒(𝑝 − 𝑞)2 (2.17)

这并不困难,设 𝑓 (𝑝) = 𝑑 (𝑝 | |𝑞) − 2 log 𝑒(𝑝 − 𝑞)2,容易见到 𝑓 (𝑞) = d 𝑓 (𝑝)
d𝑝 (𝑞) = 0,此

外 d2 𝑓 (𝑝)
d𝑝2 = log 𝑒

(
1
𝑝
+ 1

1−𝑝

)
− 4 log 𝑒 ≥ 0,这就给出 𝑓 (𝑝) ≥ 0的结论.

接下来考虑证明对于任意的事件 𝐸 ,有 𝐷 (𝑃 | |𝑄) ≥ 2 log 𝑒(𝑃(𝐸) −𝑄(𝐸))2,考虑一个
kernel 𝑃𝑌 |𝑋,它把原随机变量加工为一个伯努利分布:如果 𝑋 满足事件 𝐸 则返回 1,否则
返回 0,因此根据引理总有 𝐷 (𝑃𝑋,𝑌 | |𝑄𝑋,𝑌 ) ≥ 2 log 𝑒(𝑃(𝐸) − 𝑄(𝐸))2,然而 data-processing
不等式 [2.14]给出 𝐷 (𝑃 | |𝑄) ≥ 𝐷 (𝑃𝑋,𝑌 | |𝑄𝑋,𝑌 ),这就搞定.

如果我们就讲到这里,那无非只是引入了一些无聊的定义.接下来我们将见到信息
熵的若干用处.限于篇幅我们不会讲得太多,只介绍其中之三:基于信息熵的尾不等式,
信道编码,以及一些交互式游戏的界证明.

2.5 Sanov Bound

Sanov Bound的一个很大的动机是尝试判断最大似然估计的误差.

对于一个可能的空间 Ω = {𝑣1, · · · 𝑣𝐿}, 现在有一个分布 𝑃 : Ω → [0, 1], 记录 𝑝𝑖 =

𝑃(𝑣𝑖).
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第二章 信息熵的若干性质探究

现在从 𝑃中独立取样 𝑥1, · · · , 𝑥𝑛.考虑对于一个特定的可重集合 𝑆,求 𝑃𝑟 [{𝑥1, · · · , 𝑥𝑛} =
𝑆].回忆到可重集的定义为 𝑆 : Ω → N,不妨干脆记录 𝑠𝑖 = 𝑆(𝑣𝑖).容易发现 𝑃𝑟 [{𝑥1, · · · , 𝑥𝑛} =
𝑆] =

( 𝑛
𝑠1, · · · ,𝑠𝐿

)
𝑝𝑠1

1 · · · 𝑝𝑠𝐿
𝐿 .

现在考虑一个新的分布 𝑄 : Ω → [0, 1],其中 𝑞𝑖 =
𝑠𝑖
𝑛
.如果我们采样出了 𝑆,那么 𝑄

就是当前的一个最大似然估计,而且 𝑆是所有 𝑄可能出现的情况中概率最大的.我们断
言:

exp(−𝑛𝐷 (𝑄 | |𝑃))
(𝑛 + 1)𝐿−1 ≤ 𝑃𝑟 [{𝑥1, · · · , 𝑥𝑛} = 𝑆] ≤ exp(−𝑛𝐷 (𝑄 | |𝑃)) (2.18)

此时如果采样 𝑦1, · · · , 𝑦𝑛 ∼ 𝑄的时候,先来看看 𝑃𝑟 [{𝑦1, · · · , 𝑦𝑛} = 𝑆].
容易见到 |Ω → N| ≤ 1

(𝑛+1)𝐿−1 ,从而见到以下简单估计:

1
(𝑛 + 1)𝐿−1 ≤𝑃𝑟 [{𝑦1, · · · , 𝑦𝑛} = 𝑆] ≤ 1

1
(𝑛 + 1)𝐿−1 ≤

(
𝑛

𝑠1, · · · , 𝑠𝐿

)
≤

(
( 1
𝑞1

)𝑞1 · · · ( 1
𝑞𝐿

)𝑞𝐿

)𝑛
exp(𝑛𝐻 (𝑄))
(𝑛 + 1)𝐿−1 ≤

(
𝑛

𝑠1, · · · , 𝑠𝐿

)
≤ exp(𝑛𝐻 (𝑄))

这给出了
( 𝑛
𝑠1, · · · ,𝑠𝐿

)
的一个上下界.然而天然有:

𝑝𝑠1
1 · · · 𝑝𝑠𝐿

𝐿 = exp(𝑛
∑
𝑖

𝑞𝑖 log 𝑝𝑖) = exp(−𝑛𝐷 (𝑄 | |𝑃) − 𝑛𝐻 (𝑄))

足够完成此估计.

感性上理解,Sanov Bound 告诉了我们真实分布和采样分布之间的误差可以由 KL
散度所刻画.

2.6 信道编码

定义信道为某种会”污染”信息的东西,或者干脆写成条件概率分布 𝑃𝑌 |𝑋.此外定义
信道容量 𝐶 = max𝑃𝑋

𝐼 (𝑋;𝑌 ),其中 (𝑋,𝑌 ) ∼ 𝑃𝑋𝑃𝑌 |𝑋.

现在我们考虑一个一般的信道编码,取𝑊 → ®𝑋 ∈ X𝐿 → ®𝑌 ∈ Y𝐿 → 𝑊̂ .

现在我们来证明以下性质:

• 𝐼 ( ®𝑋; ®𝑌 ) ≤ 𝐿𝐶

• data-processing不等式:𝐼 (𝑊 ; 𝑊̂) ≤ 𝐼 ( ®𝑋; ®𝑌 )
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对于前者,由于 𝑌𝑖 独立地依赖于 𝑋𝑖,考虑:

𝐼 ( ®𝑋; ®𝑌 ) =
∑
𝑖

𝐼 ( ®𝑋;𝑌𝑖 | 𝑌1 · · ·𝑌𝑖−1)

=
∑
𝑖

𝐼 (𝑋𝑖;𝑌𝑖)

≤ 𝐿𝐶

至于后者,实际上就是互信息的 data-processing不等式.
接下来我们要搞定传送速率的问题.不妨设 𝑛 = 𝐻 (𝑊),现在我们将要证明:

𝑛 ≤ 𝐿𝐶 + 𝐻 (𝜖)
1 − 𝜖

(2.19)

其中 𝜖 是可接受的最大错误概率,定义为 𝜖 = max𝑤 𝑃𝑟 [𝑊̂ ≠ 𝑊 |𝑊 = 𝑤].
怎么证明呢?考虑取一个指示变量 𝑍 ,当 𝑊̂ ≠ 𝑊 的时候 𝑍 = 1,否则 𝑍 = 0.不妨直

接让 𝑍 多错一点,到达 𝑃𝑟 [𝑍 = 1|𝑊 = 𝑤] ≡ 𝜖 以方便我们下面的分析.这样的话 𝑍 和𝑊

就独立了.此时立刻见到:

(1 − 𝜖)𝐼 (𝑊 ; 𝑊̂ | 𝑍 = 0) ≤ 𝐼 (𝑊 ; 𝑊̂ | 𝑍) ≤ 𝐼 (𝑊 ; 𝑊̂) + 𝐻 (𝑍)

而 𝐼 (𝑊 ; 𝑊̂ | 𝑍 = 0) = 𝐼 (𝑊 ;𝑊) = 𝐻 (𝑊) = 𝑛.

2.7 称球游戏

给定 𝑛个球 (其中有一个次品球,重量和其它球不一样)和一架天平,求最少通过多
少次操作才能找到这个球.
根据我们定义的条件熵,我们知道当我们得知一条信息的时候,要做的就是把这条

信息的熵减去,从而得到当前的不确定性具体是多少.
如果我们已知次品轻重, 由于一共有 𝑛 个球, 每个球等概率成为次品, 因此总熵是

log 𝑛, 每称一次能得到的信息有三种: 平衡, 左边重, 右边重, 因此称一次能得到的熵是
log 3,也就是说我们至少要猜 log 𝑛

log 3 = log3 𝑛次.如果我们不知道次品的轻重,那么至少要
猜 log 2𝑛

log 3 = log3 2𝑛次.
这里并不给出具体情况的详细上下界,如果读者有兴趣可以参考我的另一篇博客 1 .

1 见https://lwlaymh.github.io下《贪心与构造》一文
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第三章 LAMBDA CALCULUS简介

第三章 Lambda Calculus简介

3.1 什么是 Lambda Calculus

就在图灵以其惊人的天才洞察力发明图灵机的前后, 另一位天才数学家 Alonzo
Church 在几乎同时提出了 Lambda Calculus 的概念. 后人已经证明了 Lambda Calculus
是图灵完备的.在此之外,比起图灵机的设计,Lambda Calculus的设计极为简洁干净.它
的定义仅包括:

• 变量符号 𝑥, 𝑦, 𝑧

• 定义函数 𝜆𝑥. 𝑓 (𝑥),这是一个函数,意为 𝑥 ↦→ 𝑓 (𝑥)
除此之外再无其它, 甚至不需要自然数等一系列规则. 举个例子, 最简单的函数当

然是恒等函数,我们记作 𝜆𝑥.𝑥,它总将一个变量 𝑥映射回其本身.

在此基础上,我们还有以下三条性质:

• 𝛼-Conversion: 绑定变量的名字不重要,即:(𝜆𝑥. 𝑓 (𝑥)) = (𝜆𝑦. 𝑓 (𝑦)).
• 𝛽-Reduction:其实就是带入值,例如 (𝜆𝑥.𝑥)𝑎就是 𝑎,而 (𝜆𝑥.𝑦)𝑎是 𝑦.
• 𝜂-Conversion: 是说外延相同的函数相同,即 (𝜆𝑥. 𝑓 (𝑥)) = 𝑓 .

让我们来看更多的例子:

3.2 自然数系统

丘奇尝试以函数的迭代来定义自然数,后人一般也管这种定义方式叫做丘奇数,我
们有:

• 0 = 𝜆 𝑓 .𝜆𝑥.𝑥

• 1 = 𝜆 𝑓 .𝜆𝑥. 𝑓 (𝑥)
• 2 = 𝜆 𝑓 .𝜆𝑥. 𝑓 ( 𝑓 (𝑥))
• 3 = 𝜆 𝑓 .𝜆𝑥. 𝑓 ( 𝑓 ( 𝑓 (𝑥)))
• · · ·
如果我们想把这种定义方式变到Peano的定义,就需要定义后继函数:SUCC = 𝜆𝑛.𝜆 𝑓 .𝜆𝑥. 𝑓 (𝑛 𝑓 𝑥)

对于一个 Lambda Calculus的初学者来说,这种形式看着未免太过诡异.我们不妨仔细分
析一下其中的每一项:

• 𝑛是一个自然数,根据我们上面所说的,它形如一个 𝜆 𝑓 .𝜆𝑥. 𝑓 (· · · 𝑓 (𝑥) · · · )的形式.
• 因此,(𝑛 𝑓 𝑥)恰好就表示了 𝑓 (· · · 𝑓 (𝑥) · · · ),其中 𝑓 嵌套了 𝑛次.
• 因此, 𝑓 (𝑛 𝑓 𝑥)恰好就表示了 𝑓 ( 𝑓 (· · · 𝑓 (𝑥) · · · )),其中 𝑓 嵌套了 𝑛 + 1次.
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• 因此,𝜆 𝑓 .𝜆𝑥. 𝑓 (𝑛 𝑓 𝑥)就是 𝑛 + 1.
• 因此,SUCC是一个函数:它把 𝑛变成 𝑛 + 1.
既然都有自然数了,就需要构造自然数上的加法,我们定义PLUS = 𝜆𝑚.𝜆𝑛.𝜆 𝑓 .𝜆𝑥.(𝑚 𝑓 (𝑛 𝑓 𝑥))

请试着让我们对此进行一些分析:
• (𝑛 𝑓 𝑥)如上所说,就代表了 𝑓 (· · · 𝑓 (𝑥) · · · ),其中 𝑓 嵌套了 𝑛次.
• 𝑚 𝑓 (𝑛 𝑓 𝑥)呢?由于 𝑚 𝑓 𝑎意味着将 𝑎前面套上 𝑚个函数 𝑓 ,因此这里相当于在

𝑓 (· · · 𝑓 (𝑥) · · · ) 前面再嵌套 𝑚个 𝑓 ,总共嵌套了 𝑛 + 𝑚次.
因此这真的表示了加法!现在来看乘法,一个显然但是无趣的定义是MULT = 𝜆𝑚.𝜆𝑛.𝑚(PLUS𝑛)0

但是更有意思的定义是MULT = 𝜆𝑚.𝜆𝑛.𝜆 𝑓 .𝑚 (𝑛 𝑓 )这是怎么回事呢:
• (𝑛 𝑓 )代表了一个函数,每收到一个 𝑥,就在它前面套 𝑛个 𝑓 .
• 𝑚 (𝑛 𝑓 )代表了一个函数,每收到一个 𝑥,就在它前面套𝑚次 (𝑛 𝑓 ),总共套了 𝑛×𝑚

次 𝑓 .
那么指数可以定义吗?我们可以定义 EXP = 𝜆𝑚.𝜆𝑛.(𝑛 𝑚) 等一下,这个是在干什么

呢?
• 𝑚代表了一个函数,它接受一个 𝑓 和一个 𝑥,然后在这个 𝑥前面套 𝑚个 𝑓 .
• (𝑛 𝑚)代表了一个函数,它接受一个 𝑓 ,然后在前面嵌套若干个𝑚,就得到了𝑚(· · ·𝑚( 𝑓 ) · · · ).
那么这个东西是什么呢?它还是一个函数.我们来仔细看看:

• 𝑚( 𝑓 )是一个函数,它接受一个 𝑥,然后得到一个 𝑓 (· · · 𝑓 (𝑥) · · · ).
• 𝑚 𝑚( 𝑓 ) 于是也是一个函数,当它接受一个 𝑥 后,它就把 𝑚( 𝑓 ) 做的事做 𝑚 次,于
是此时 𝑥前面一共套了 𝑚 × 𝑚个 𝑓 .

• 𝑚(𝑚(𝑚( 𝑓 ))) 于是也是一个函数,类似地,它将 𝑥前面套了 𝑚 × 𝑚 × 𝑚个 𝑓 .
• 以此类推.
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第四章 构造主义与 COQ语言简介

第四章 构造主义与 coq语言简介

4.1 Syntax和 Semantics

当逻辑课老师第一次讲到基本逻辑的构建的时候,他一定会提出 Semantics和 Syn-
tax两个概念,并在随后介绍命题逻辑和一阶谓词逻辑的 Soundness和 Completeness定
理, 以展示我们所定义的 Syntax(比如 Natural Deduction) 的确忠实地反映了我们的 Se-
mantics.然而,当他随后展示 Godel不完备定理时,初学者就难免对此产生疑惑了: 为什
么当我们站在 Semantics层面时,可以发现 Syntax的 Completeness定理;但当我们下落
到 Syntax层面时,却发现了不完备性.如果他在此时深究 Godel不完备定理的证明,那
它就会发现另一件令人惊讶的事情:我们可以造出一个 𝑃,使得 𝑃 本身说的是:”𝑃 不可
被证明”,却怎么也造不出一个命题 𝑃,使得 𝑃说的是:”𝑃命题是错误的命题”.

就在逻辑学蓬勃发展的时候,有一批学者开始质疑原本的思考方式.他们开始着眼
于纯粹的 Syntax层面 (Kripke发明 Kripke Semantics则是后来的事).其中可能算得上是
最出名的一批学者,后人称他们为构造主义者.

4.2 构造主义简介

构造主义者重新审视了 Natural Deduction中的规则,我们都知道 Natural Deduction
包含 ∧,∨,∀, ∃ 四个基本符号的 I(introduction) 规则和 E(elimination) 规则, 此外定义了
¬𝑃就是 𝑃 → ⊥,以及额外的两条:

• 归谬法 (RAA):当我们可以证明 ¬𝑃是错误的时候,我们就说 𝑃是正确的.这一条
等价于双重否定消去律或者排中律.

• 爆炸规则 (exfalso): 错误命题可以证明任意命题.

构造主义者抛弃了 RAA.尽管如此,他们仍然能推出相当多的命题,其中包括一些
很多人直觉上认为”无法绕过 RAA”的命题:

• 𝑃 → ¬¬𝑃.
• (𝑃 → 𝑄) → (¬𝑄 → ¬𝑃).
• ¬(𝑃 ∨𝑄) → (¬𝑃 ∧ ¬𝑄)
• ¬¬(𝑃 ∨ ¬𝑃)
常规的证明这些命题的方式一般是直接用 Natural Deduction画证明树,相信读者已

经对此非常熟练了. 不过我们这里将介绍另一条优雅得多而且也有用得多的证明方式,
即在 coq上构建的类型论.
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4.3 coq语言简介

作为一个定理证明器,coq因其辅助了四色定理的证明而闻名于世.在 coq上有两类
东西: 递归类型, 以及递归类型中的实例. 我们将以自然数的定义作为一个经典的递归
类型的例子:

I n d u c t i v e n a t : Type :=
| O
| S ( n : n a t ) .

这段代码的意义就是 Peano公理的规定:一个自然数要么是 0,要么是另一个自然
数的后继.我们有的时候也将 𝑂 和 𝑆称作 constructor.读者可以回忆一下我们在 [三]里
所提过的定义自然数的方式,与这正是类似的.事实上,coq正是基于 Lambda Calculus所
开发出来的若干种函数式编程的一种.然而问题在于,Lambda Calculus是一个函数上的
操作,它是如何与”证明”扯上关系的呢?为此就必须重新审视”证明”的过程与”函数”
的关系.我们知道在证明的时候,imply符号→是至关重要的,当我们得知 𝑃 和 𝑃 → 𝑄

的时候,我们就可以使用 Elimination规则得到 𝑄.这个过程恰好与函数操作的过程一般
无二.当我们得知一个函数 𝑓 : 𝑃 → 𝑄 时,如果我们知道了一个 𝑝 ∈ 𝑃,我们就可以拿到
𝑓 (𝑝) ∈ 𝑄.

现在我们将一条命题看作一个”类型”,而将它的一个证明看作该类型下的一个”实
例”.就可以发现:当我们知道了 𝑃的一个证明 𝑝,以及 𝑃 → 𝑄 的一个证明 𝑓 ,我们就可
以组合它们得到一个 𝑄的证明 𝑓 (𝑝).于是我们原本的”构造证明”,就在此转变为了”构
造函数”.

既然如此,⊥当然也是一个命题啦,那它是什么类型呢,它的类型正是:

I n d u c t i v e F a l s e : Type :=
.

乍一看像是我写错了或者漏写了后半部分, 但是没有.False 的定义正是没有定义.
没有任何 constructor可以构造出 False,这看上去像是一个不可达的孤点!试想一下:如
果一个命题竟然可以达到这个孤点,或者说我们可以证明 𝑃 → False,也就是可以构造
一个函数 𝑓 : 𝑃 → False,可是这个函数的值域是完完全全空白的,那里什么也没有,这
意味着这个函数的定义域也什么都没有,𝑃 里面不存在任何一个证明, 这就是为什么我
们说 𝑃 是假命题;此外,如果我们想要证明 False → 𝑃,这是轻而易举的,因为构造函数
𝑓 : False → 𝑃的方式就是不构造,因为这个函数的定义域什么都没有,我们自然不用耗
费心力去看谁应当映射到谁.

相比之下,真命题是:
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第四章 构造主义与 COQ语言简介

I n d u c t i v e True : Type :=
| I .

思路也很简单:如果我们想要证明 𝑃 → True,这无非只需要让 𝑃 里面的所有实例

都映射到同一个元素就行了,这个函数的构造方式也非常轻易.

4.4 一些证明例子

不妨试看这两个例子:
• 𝑃 → ¬(¬𝑃).
• (𝑃 → 𝑄) → (¬𝑄 → ¬𝑃).
• 部分德摩根律:¬(𝑃 ∨𝑄) → (¬𝑃 ∧ ¬𝑄).
将上述按 ¬定义展开见得:
• 𝑃 → (𝑃 → False) → False.
• (𝑃 → 𝑄) → (𝑄 → False) → 𝑃 → False.
• 部分德摩根律:((𝑃 ∨𝑄) → False) → ((𝑃 → False) ∧ (𝑄 → False))
(1)立刻得证了:我们知道了 𝑃和 𝑃 → 𝑄自然能推出 𝑄,这只是定义.
(2) 也一样: 我们知道了 𝑃 和 𝑃 → 𝑄 就能推出 𝑄, 又知道了 𝑄 → False 就能推出

False.
对于 (3), 也就是说, 我们拿到了:(𝑃 ∨ 𝑄) → False, 需要分别证明 𝑃 → False 和

𝑄 → False,两者类似只看前者,前者意味着:当我拿到 𝑃 时,我能导出 False. 的确如此:
因为当我拿到 𝑃和 (𝑃 ∨𝑄) → False的时候,False自然可以被导出.
此外, 虽然有的人经常误解构造主义是” 否定了排中律”, 但这其实是不妥的, 更好

的说法应该是”抛弃了排中律”.原因是排中律是不可否定的.我们可以证明 ¬¬(𝑃∨¬𝑃).
我们只需要证明 (¬(𝑃 ∨ ¬𝑃)) → False,然而部分德摩根律给出 (¬(𝑃 ∨ ¬𝑃)) → ((¬𝑃) ∧
(¬¬𝑃)).
观察 (¬𝑃) ∧ (¬¬𝑃),实际上就是 (¬𝑃) ∧ (¬𝑃 → False),这显然能推出 False,于是结

论的确成立了.
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